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Nœuds non concordants a` un C-bord.
M. BOILEAU et L. RUDOLPH1
RESUME
Un entrelacs oriente´ L dans S3 est un C-bord s’il borde dans la boule B4 un
morceau de courbe alge´brique. En utilisant la preuve re´cente de Kronheimer et
Mrowka de la Conjecture de Thom, on construit beaucoup de nceuds oriente´s qui ne
sont pas concordants a un C-bord. Dans le cas ou S3 est le bord strictement pseudo-
convexe de B4, en utilisant Ie polynome a` deux variables HOMFLY, on donne une
obstruction pour un entrelacs a` etre un C-bord.
ABSTRACT
An oriented knot L in S3 is a C-boundary if it bounds a piece of algebraic
curve in the ball B4. Using Kronheimer and Mrowka’s recent proof of the Thom
Conjecture, we construct many oriented knots which are not concordant to a C-
boundary. We use the two-variable HOMFLY polynomial to give an obstruction to
a knot’s being a C-boundary in a strictly pseudoconvex S3.
1 Partially supported by NSF grant DMS-9504832.
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§0 - Introduction.
Un entrelacs est une re´union finie de cercles disjoints plonge´s de fac¸on lisse dans
la sphe`re S3. Un nœud est un entrelacs connexe.
En identifiant S3 avec le bord d’une sphe`re ronde dans C2, {(z, ω) ∈ C2 |
|z|2 + |ω|2 = R2} on peut construire beaucoup d’entrelacs inte´ressants comme in-
tersection transverse de S3 avec une courbe alge´brique plane, par exemple : les
entrelacs alge´briques des singularite´s isole´es de courbes alge´briques planes lorsque
R << 1 ([EN], [Le], [Mi]), les entrelacs a` l’infini de courbes alge´briques planes lorsque
R >> 1 ([Ne], [NR], [R1]), mais aussi beaucoup d’autres entrelacs comme les en-
trelacs admettant une pre´sentation sous forme de tresses ferme´es quasipositives
([R2], [R3], [R4], [R5], [R6], [R7], [R8]).
Ceci conduit a` donner la de´finition suivante :
0.1. De´finition. On dit qu’un entrelacs oriente´ L dans S3 est un C-bord s’il
existe une boule lisse B4 ⊂ C2 et une courbe alge´brique plane e´ventuellement sin-
gulie`re V ⊂ C2 qui rencontre transversallement ∂B4 et telle que les paires (S3, L)
et (∂B4, ∂B4 ∩ V ) soient diffe´omorphes par un diffe´omorphisme pre´servant les ori-
entations ; la paire (∂B4, ∂B4 ∩ V ) e´tant naturellement oriente´e par l’orientation
complexe de B4 et de V .
Dans ([R4]) le second auteur a montre´ que l’on peut re´aliser toute matrice de
Seifert d’un entrelacs oriente´, comme matrice de Seifert d’un entrelacs quasipositif,
en particulier d’un C-bord. Il s’en suit qu’aucun invariant calculable a` partir d’une
matrice de Seifert ne peut dire si un entrelacs oriente´ est un C-bord, ni meˆme s’il
est concordant a` un C-bord.
Le but de cette note est d’utiliser la preuve re´cente par Krohneiner et Mrowka
[KM1,2] (cf. aussi [R12], [R13]) de la conjecture de Thom locale (ou bien, leur preuve
plus re´cente - et peut-eˆtre plus simple - de la conjecture de Thom globale ([KM3]))
pour construire beaucoup de nœuds oriente´s qui ne sont pas concordants a` un nœud
C-bord.
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0.2. Remarques.
1) Dans la de´finition d’un C-bord, on n’impose pas a` la boule lisse B4 ⊂ C2
d’avoir un bord strictement pseudo-convexe.
Dans le cas ou` le bord de la boule B4 est strictement pseudo-convexe, on dira
que l’entrelacs oriente´ L est un spc-C-bord. C’est le cas de tous les entrelacs C-
bords connus actuellement, et en particulier des entrelacs alge´briques, des entrelacs
a` l’infini des courbes alge´briques planes et des entrelacs quasipositifs.
Il est important de noter que l’existence d’invariants, permettant de de´cider si
un nœud ou entrelacs oriente´ est un C-bord, reste un proble`me ouvert. Par contre,
le polynoˆme a` 2 variables HOMFLY permet de donner une condition ne´cessaire pour
qu’un entrelacs oriente´ soit un spc-C-bord (cf. § 3). Cette condition e´tait connue
pour les entrelacs quasipositifs [R7], [R9], [R10].
2) Lorsque ∂B4 est strictement pseudo-convexe, on dit qu’un plongement lisse
γ d’une famille disjointe de cercles dans ∂B4 est polynomialement convexe si son
enveloppe convexe polynomiale dans C2 est re´duite a` γ. Avec cette terminologie,
d’apre`s Stolzenberg [St], un spc-C-bord est un entrelacs qui admet un plongement
lisse dans ∂B4 qui n’est pas polynomialement convexe. Un des buts de cette note
est donc de construire des nœuds dans ∂B4 pour lesquels tout plongement est
polynomialement convexe. En ge´ne´ral un plongement d’un nœud dans ∂B4 est
seulement ge´ne´riquement polynomialement convexe (cf. [Sch]).
§1 - C-bord et grand genre de Murasugi.
Le but de ce paragraphe est d’e´tudier le comportement du grand genre de
Murasugi (cf. [BW]) des C-bord sous l’ope´ration de somme connexe.
Nous commenc¸ons par rappeler la de´finition d’une concordance entre deux en-
trelacs oriente´s, ainsi que celle du grand genre de Murasugi.
1.1. De´finition. Deux entrelacs oriente´s L0 et L1 sont dits concordants s’il existe
un plongement lisse Φ :
r∐
i=1
S1i × [0, 1]→ S
3 × [0, 1] tel que :
i) Φ−1(S3 × {0}) =
r∐
i=1
S1i × {0} = L0
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Φ−1(S3 × {1}) =
r∐
i=1
S1i × {1} = L1
ii) le bord oriente´ de la paire (S3× [0, 1], ImΦ) est (S3×{0}, L0)∐ (S
3×{1},−L1).
On sait calculer a` partir d’une forme de Seifert d’un entrelacs oriente´ des in-
variants de concordance, comme la signature. Dans cette note nous utiliserons un
invariant plus ge´ome´trique, mais aussi plus difficile a` calculer, qui est le grand genre
de Murasugi (ou grand genre dans la boule B4) d’un entrelacs oriente´.
Etant donne´ un entrelacs oriente´ L dans S3 vu comme le bord de la boule B4, il
existe des surfaces compactes oriente´es Σ2 proprement plonge´es de fac¸on lisse dans
B4 et dont le bord oriente´ est L. Une telle surface est appele´e surface de Murasugi
lisse de l’entrelacs oriente´e L ([Mu], cf. aussi [BW]).
Pour une surface a` bord Σ2, on appelle grand genre de Σ2, et on note G(Σ2), le
genre de la surface ferme´e obtenue en collant un disque troue´ le long des composantes
du bord de Σ2. On a alors la relation suivante avec la caracte´ristique d’Euler de
Σ2 : χ(Σ2) = r − 2G(Σ2), ou` r est le nombre de composantes connexes de bord de
Σ2.
1.2. De´finition. Soit L un entrelacs oriente´ dans S3, on appelle grand genre de
Murasugi de L, et on note M(L), le plus petit des grands genres des surfaces de
Murasugi lisses pour L. (cf. [BW]).
Clairement, le grand genre de Murasugi d’un entrelacs oriente´ est un invariant
de la classe de concordance lisse de cet entrelacs. Dans le cas d’un nœud, il s’agit
du genre de Murasugi classique (cf. [Mu]).
Re´cemment, P. Kronheimer et T. Mrowka ([KM1,2], cf. aussi [KM3]) ont de´mon-
tre´ le re´sultat suivant :
1.3. The´ore`me ([KM1,2]). Soient V une courbe alge´brique lisse dans C
2 transverse
au bord d’une boule B4 plonge´e de fac¸on lisse dans C2 et L = ∂B4 ∩ V un C-bord
dans ∂B4. Alors M(L) = G(V ∩B4).
Une application surprenante de ce re´sultat est la proprie´te´ suivante qui est
cruciale pour construire des entrelacs qui ne sont pas concordants a` des C-bords.
1.4. Proposition. Soit L1#L2 la somme connexe de deux entrelacs oriente´s con-
cordants a` des C-bords. Alors M(L1#L2) ≥M(L1) +M(L2)− 1.
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Preuve. Puisque l’ope´ration de somme connexe est compatible avec la relation
de concordance, il suffit de de´montrer la proposition dans le cas ou` L1 et L2 sont
des C-bords. Soient L1 =
r1⋃
i=1
Ki,1 et L2 =
r1⋃
j=1
Kj,2 deux C-bords. Soit L1#L2 la
somme connexe de L1 et L2 telle que L1#L2 =
(
K1,1#K1,2
)
∪
r1⋃
i=1
Ki,1 ∪
r2⋃
j=2
Kj,2.
On peut alors construire un cobordisme lisse W 2 dans S3 × [0, 1] entre L1#L2
dans S3×{0} et l’entrelacs scinde´ L1∐L2 dans S
3×{1}. Ce cobordisme, proprement
plonge´ de fac¸on lisse dans S3 × [0, 1], est la re´union disjointe d’une surface planaire
ayant 3 composantes de bord (K1,1#K1,2) ∪K1,1 ∪K1,2 et d’anneaux joignant les
autres composantes de L1#L2 aux composantes correspondantes de L1 ∐ L2. (cf.
Figure ou` r1 = r2 = 1).
Soit Σ2 une surface lisse proprement plonge´e dans B4, de bord L1 # L2 et de
grand genre G(Σ2) =M(L1#L2). Alors, la surface Σ
2
⋃
L1#L2
W 2 borde l’entrelacs ori-
ente´ scinde´ L1∐L2 dans B
′4 = B4
⋃
∂B4=S3×{0}
S3×[0, 1]. Il en de´coule imme´diatement
l’ine´galite´ : M(L1#L2) = G(Σ
2) ≥M(L1 ∐ L2)− 1.
Puisque L1 et L2 sont des C-bords, l’entrelacs oriente´ scinde´ L1∐L2 est un C-
bord, bord de la re´union (disjointe) des deux morceaux de courbes alge´briques planes
borde´es par L1 et L2 dans B
4. Le re´sultat de Kronheimer et Mrowka (Theorem. 1.3)
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entraˆıne alors que M(L1 ∐ L2) = M(L1) +M(L2). D’ou` l’ine´galite´ M(L1#L2) ≥
M(L1) +M(L2)− 1.
1.5. Remarque : L’ine´galite´ obtenue dans la proposition 1.4 donne une grande
restriction sur les classes de concordances des C-bords. En ge´ne´ral, M(L) − 1 est
loin d’eˆtre suradditif par somme connexe. Un exemple frappant (qui sera exploite´
dans la construction des nœuds non concordants a` un C-bord) est le fait que pour
un nœud quelconque K, M(K#K∗) = 0, ou` K∗ est obtenu en prenant l’image de
K dans un miroir et en renversant son orientation (cf. 2.1). En particulier, on a le
corollaire imme´diat de la proposition 1.4.
1.6. Corollaire. Soit K un C-bord, alors K est soit nul concordant, soit d’ordre
infini dans le groupe de concordance lisse des nœuds oriente´s de S3.
Preuve. Soit K un C-bord. Si K est d’ordre fini p dans le groupe de concor-
dance lisse des nœuds oriente´s de S3, alors 0 =M(K#K# · · ·#K) ≥ pM(K)−(p−
1); d’ou` M(K) = 0 et K est nul concordant.
1.7. Remarque. Dans [R12], le second auteur montre que les doubles ite´re´s non
tordus positifs, d’une tresse positive sont des nœuds fortement quasipositifs, en par-
ticulier des C-bords. De meˆme les nœuds de bretzel K(p, q, r) tels que p, q, r sont
premiers, diffe´rents de ±1 et ve´rifient qr+rp+pq = −1, sont des C-bords, (cf. [R12]).
Ces nœuds ont la proprie´te´ d’avoir un polynoˆme d’Alexander trivial et donc, d’apre`s
M. Freedman [F], sont topologiquement nul concordants, c’est-a`-dire bordent dans
B4 un disque topologique localement plat, proprement plonge´.
Dans [R12][R13], le second auteur montre que ces nœuds ne sont pas nul con-
cordants de fac¸on lisse. Il de´coule du Corollaire 1.6. que tous ces nœuds sont en fait
d’ordre infini dans le groupe de concordance lisse.
En fait, il existe un homomorphisme naturel du groupe de concordance lisse
KDiff dans le groupe de concordance topologique localement plate KTop, dont le
noyau contient des e´le´ments d’ordre infini (cf.[CG], [Go]). Le Corollaire 1.6 per-
met ainsi d’exhiber beaucoup d’e´le´ments d’ordre infini dans ce noyau. La question
suivante est a` notre connaissance toujours ouverte (cf.[CG], [Go]).
Question 1. Le noyau de l’homomorphisme naturel h : KDiff → KTop
contient-il un sous-groupe abe´lien de rang infini ?
Cette question est lie´e a` la question suivante :
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Question 2. Deux nœuds K et K′, fortement quasipositifs et qui sont concor-
dants dans la cate´gorie lisse, sont-ils e´quivalents (i.e. existe-t-il un diffe´omorphisme
pre´servant l’orientation de S3 et envoyant K sur K′)?
1.8. Remarque. Une re´ponse positive a` la question 2 implique une re´ponse positive
a` la question 1.
Rappelons qu’un nœud ou entrelacs oriente´ L est dit fortement quasipositif
s’il est le bord d’une surface de Seifert dans S3 obtenue comme surface tresse´e (ou
de Markov) a` partir d’une pre´sentation en tresse ferme´e quasipositive de L (cf.
[R3], [R6], [R8], [R11]).
Une re´ponse positive a` la question 2 implique que le noyau de l’homomorphisme
h : KDiff → KTop contient le sous-groupe abe´lien de rang infini engendre´ par
tous les nœuds fortement quasipositifs de polynoˆme d’Alexander trivial. En effet,
d’apre`s le Corollaire 1.6 tous ces nœuds sont d’ordre infini dans KDiff (cf. aussi
[R12], [R13]). Ils sont de plus line´airement inde´pendants puisque la somme connexe
de deux nœuds fortement quasipositifs est un nœud fortement quasipositif. D’autre
part cette famille de nœuds est infini car elle contient tous les doubles positifs non
tordus des nœuds toriques Tp,q (cf [R12]).
Pour un entrelacs L fortement quasipositif, on sait que son miroire L∗ n’est
jamais quasipositif. Dans le cas des C-bords on a :
1.9. Corollaire. Soit L un C-bord dans S3. Si le miroire L∗ de L est un C-bord,
alors L est un entrelacs nul concordant, c’est-a`-dire M(L) = 0.
Preuve. Si L et L∗ sont des C-bords, alors :
0 =M(L#L∗) ≥M(L) +M(L∗)− 1 = 2M(L)− 1; d’ou` M(L) = 0.
§2 - Nœuds non concordants a` un nœud C-bord.
Dans cette section nous ne conside´rons que des nœuds oriente´s.
2.1. De´finition. Soit K un nœud oriente´ dans S3, on note K∗ le nœud oriente´
dans S3 obtenu en prenant l’image de K par un diffe´omorphisme de S3 renversant
l’orientation de S3 et en renversant son orientation.
On rappelle l’ope´ration de somme connexe par bande de deux nœuds oriente´s
K1 et K2.
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2.2. De´finition. Soient K1 et K2 deux nœuds oriente´s plonge´s dans S
3 de fac¸on
qu’il existe une sphe`re S2 qui les se´pare. Soient l’intervalle I = [0, 1] et b : I×I → S3
un plongement lisse tel que b−1(K1) = {0} × [0, 1], b
−1(K2) = {1} × [0, 1] et les
orientations sur K1 et K2 sont compatibles avec l’orientation de I × I. On appelle
somme connexe par bande b de K1 et K2, le nœud oriente´
K1#bK2 =
{
K1 ∐K2 − b
(
b−1(K1 ∐K2)
)}
∪ b(I × I
}
.
Dans le cas ou` l’image de la bande Imb rencontre la sphe`re S2 qui se´pare K1 de
K2 uniquement le long d’un arc de la forme b(∗ × I), on obtient la somme connexe
usuelle K1#K2 de K1 et K2. Quelle que soit la bande b, le nœud oriente´ K1#bK2
est concordant a` K1#K2. Mais, en ge´ne´ral K1#bK2 est un nœud premier.
Nous pouvons maintenant e´noncer :
2.3. The´ore`me. Soit K un nœud oriente´ quelconque dans S3. Soit J un nœud
oriente´ concordant a` un C-bord, et tel que M(J) > M(K). Alors aucune somme
connexe par bande K#bJ
∗ n’est concordante a` un C-bord.
Preuve. Puisque K#bJ
∗ est concordant a` K#J∗, il suffit de de´montrer le
the´ore`me pour K#J∗. Supposons que K#J∗ est concordant a` un C-bord. Alors,
puisque J est concordant a` un C-bord, la proposition 1.4 entraˆıne l’ine´galite´ :
M
(
(K#J∗)#J
)
≥M(K#J∗) +M(J)− 1.
D’autre part, comme la somme connexe est associative, (K#J∗)#J =
K#(J∗#J). Or J∗#J est nul concordant, d’ou` K#(J∗#J) est concordant a` K
et M
(
(K#J∗)#J
)
=M(K).
On obtient donc M(K) ≥M(J) +M(K#J∗)− 1, ce qui contredit l’hypothe`se,
puisque M(K#J∗) ≥ 1 et M(J) > M(K).
La construction donne´e par le The´ore`me 2.3 permet de montrer :
2.4. Corollaire. Il existe des nœuds oriente´s, premiers, d’ordre infini dans le
groupe de concordance lisse tels que ni K, ni K∗ ne sont concordants a` un C-bord.
Preuve. Soient K1 et K2 deux C-bords tels que M(K1) = M(K2) et
M(K1#K
∗
2 ) ≥ 2. D’apre`s [KL] il existe un nœud K premier concordant a` K1#K
∗
2 .
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La de´monstration du The´ore`me 2.3 montre que K n’est pas concordant a` un C-bord.
De meˆme, puisque K∗ est concordant a` K∗1#K2, la de´monstration du The´ore`me 2.3
implique que K∗ n’est pas concordant a` un C-bord.
Nous allons construire d’autres exemples de nœuds non concordants a` un C-
bord par la me´thode de satellisation.
Soit K un nœud oriente´ dans S3 et J un nœud oriente´ dans un tore solide
standard, non noue´ et plonge´ dans S3. On peut aussi conside´rer J comme un nœud
oriente´ dans S3. Soit N(K) un voisinage tubulaire de K et f : V → N(K) un
diffe´omorphisme pre´servant l’orientation et qui envoie la longitude standard de V
sur celle du nœud K. On note alors K(J) le nœud oriente´ dans S3 obtenu comme
l’image f(J) de J par f dans N(K) ⊂ S3.
On appelle ordre de J dans V , le nombre minimal t de points d’intersection de J
avec un disque me´ridien de V . On appelle nombre de tours de J dans V , le nombre ω
d’intersection alge´brique de J avec un disque me´ridien de V . On dit alors que K(J)
est obtenu par satellisation de J le long de K avec ordre t et nombre de tours ω.
On obtient la condition ne´cessaire suivante pour qu’un nœud obtenu par satel-
lisation ne soit pas concordant a` un C-bord :
2.5. The´ore`me. Soit K un nœud oriente´ dans S3. Soit J un nœud oriente´ dans un
tore solide non noue´ standard V , d’ordre t et de nombre de tours ω. On suppose que
J∗ en tant que nœud dans S3 est concordant a` un C-bord et que l’on a l’ine´galite´
M(J) > |ω|M(K) + 12 (t− |ω|) + 1. Alors le nœud oriente´ K(J), obtenu par satelli-
sation de J le long de K avec ordre t et nombre de tours ω, n’est pas concordant a`
un C-bord.
Preuve. Supposons que K(J) est concordant a` un C-bord. Puisque J∗
est concordant a` un C-bord, la proposition 1.4 implique que M
(
K(J)#J∗
)
≥
M
(
K(J)
)
+ M(J∗) − 1. D’autre part, on peut effectuer la somme connexe avec
J∗ dans une petite boule contenue dans le voisinage tubulaire N(K) de K, d’ou`
K(J) est e´quivalent a` un nœud obtenu en satelisant J#J∗ autour de K avec un
ordre t et un nombre de tours ω, que l’on notera K(J#J∗).
D’apre`s [Sh], puisque J#J∗ est nul concordant, on a l’ine´galite´ M
(
K(J#J∗)
)
≤ |ω|M(K)+ 12 (t−|ω|). D’ou` l’ine´galite´M
(
K(J)
)
+M(J∗) ≤ |ω|M(K)+ 12 (t−|ω|)+1,
qui contredit l’hypothe`se puisque M(J∗) =M(J) et M
(
K(J)
)
≥ 0.
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Nous allons appliquer le The´ore`me 2.5 a` des satellisations particulie`res.
Rappelons que pour p ∈ Z et q ≥ 2, le (p, q)−cable d’un nœud oriente´ K est le
nœud K(p, q) obtenu par satellisation du nœud torique T (p, q) autour du nœud K
avec ordre et nombre de tours t = |ω| = q ≥ 2. De plus, T ∗(p, q) = T (−p, q).
2.6. Corollaire. Soient K un nœud oriente´ quelconque dans S3, p et q deux entiers
≥ 2 tels que (p− 1)(q − 1) > 2qM(K) + 1. Alors le (−p, q)−cable, K(−p, q), de K
n’est jamais concordant a` un C-bord. En particulier il existe des nœuds toriques
ite´re´s qui ne sont pas concordants a` un C-bord.
Preuve. D’apre`s [KM1,2], (cf. The´orem. 1.3), M
(
T(p,q)
)
= 12 (p − 1)(q − 1).
Comme t = |ω| = q, la condition (p − 1)(q − 1) > 2qM(K) + 1 e´quivaut a` celle du
The´ore`me 2.5.
Nous allons maintenant conside´rer le cas des nœuds doubles. Rappelons que le
double (au sens de Whitehead [Wh]), D(Kρ, ε), d’un nœud K, correspond au nœud
satellite K(Wρ,ε), ou` le nœud Wρ,ε dans le tore solide standard V correspond au
bord d’un disque avec un clasp de signe ε = + ou − et admettant ρ tours complets
comme sur la figure.
D’apre`s [R8], le nœud oriente´ Wρ,ε est quasipositif, donc un C-bord, lorsque
ε = + et ρ < 0. De plus le second auteur a montre´ [R5] que pour tout nœud oriente´
K, il existe un entier q(K) tel que pour tout entier ρ ≤ q(K), le nœud oriente´
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D(K; ρ; +) est quasipositif
(
q(K) est le module de quasipositivite´ de K, ou bien
l’invariant de Thurston Bennequin TB(K), cf.[R13]
)
.
Dans le cas des doubles ne´gatifs D(K; ρ,−) nous avons :
2.7. Corollaire. Le double ne´gatif D(K; ρ,−) d’un nœud oriente´ nul concordant
K, avec ρ > 0 tours, n’est jamais concordant a` un C-bord.
Preuve. Le nœud oriente Wρ, −ρ > 0 est un nœud qui a pour signature
σ(ωρ,−) = −2. Il n’est donc pas nul concordant. Comme D(K; ρ,−) et Wρ,− ont les
meˆmes invariants d’Alexander, il en de´coule queD(K; ρ,−) n’est pas nul concordant,
et donc M
(
D(K; ρ,−)
)
= 1.
Si on suppose que D(K; ρ,−) est concordant a` un C-bord pour ρ > 0, la
preuve du The´ore`me 2.4 montre que : M
(
D(K; ρ,−)#W ∗ρ,−
)
≥ M
(
D(K; ρ,−)
)
+
M(W ∗ρ,−)− 1 car W
∗
ρ,− =W−ρ,+ est un C-bord [R5].
Comme Wρ,− n’est pas nul concordant, M(Wρ,−) =M(W
∗
ρ,−) = 1. D’ou`
M
(
D(K; ρ,−)#W
∗
ρ,−
)
≥ 1.
D’un autre coˆte´ D(K; ρ,−)#W
∗
ρ,− est obtenu par satellisation d’ordre 2 et de
nombre de tours 0 du nœud Wρ,−#W
∗
ρ,− le long du nœud nul concordant K.
Il de´coule de [Sh] que : M
(
D(K; ρ,−)#W ∗ρ,−
)
= 0, ce qui donne la contradic-
tion.
§3 - Une obstruction a` eˆtre un spc-C-bord.
Pour l’instant, tous les entrelacs C-bords connus ve´rifient en fait une condition
plus restrictive qui en fait des spc-C-bords.
3.1. De´finition. On dit qu’un entrelacs oriente´ L est un spc-C-bord s’il est obtenu
comme intersection transverse d’une courbe alge´brique plane dans C2 et du bord
strictement pseudo-convexe d’une boule lisse B4 ⊂ C2.
Bien qu’on ne connaisse aucun exemple explicite, il serait e´tonnant que tout
C-bord soit un spc-C-bord. On ne connait aucune obstruction nume´rique pour
un entrelacs oriente´ a` eˆtre un C-bord. Par contre, la condition de stricte pseudo-
convexite´ du bord de la boule B4 dans la construction des spc-C-bords permet
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d’e´tendre au cas des spc-C-bords une obstruction de´ja` connue pour les entrelacs
quasipositifs (cf. [R9]). Ce re´sultat conforte en particulier la conjecture suivante du
second auteur :
Conjecture. Un entrelacs oriente´ qui est un spc-C-bord admet une pre´sentation
sous forme de tresse ferme´e quasipositive.
Dans ce paragraphe on de´montre cette conjecture pour certains entrelacs ar-
borescents alterne´s, et en particulier pour les entrelacs a` 2 ponts.
L’obstruction a` eˆtre un spc-C-bord utilise le polynoˆme a` 2 variables d’un en-
trelacs oriente´ (HOMFLY), nous commenc¸ons par rappeler sa de´finition en utilisant
pour les variables les notations de [Mo] (cf. [R9][R10]).
Soit L un entrelacs oriente´ dans S3. On note PL(v, z) ∈ C[v
±1, z±1] le polynoˆme
de Laurent a` 2 variables (ou polynoˆme HOMFLY) associe´ a` l’entrelacs L et de´fini
re´cursivement par :
LL L0
L+, L− et L0 sont trois entrelacs dont les projections sont identiques, excepte´ en un
seul croisement comme indique´ sur la Figure.
P0(v, z) = 1, si 0 est le nœud trivial
PL+(v, z) = vzPL0(v, z) + v
2PL
−
(v, z).
En conside´rant PL(v, z) comme un polynoˆme de Laurent en v a` coefficients dans
C[z±1], on obtient : PL(v, z) = Σ
D
i=dgi(z)v
i, gi(z) ∈ C[z
±1].
On de´finit alors OrdvPL = d, la valuation en v de PL. Le The´ore`me suivant
permet de relier OrdvPL et le grand genre de Murasugi M(L), lorsque L est un
spc-C-bord.
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3.2. The´ore`me [BR]. Soit L un entrelacs oriente´ dans S3 ayant r composantes
connexes. Si L est un spc-C-bord, alors OrdvPL ≥ 1− r + 2M(L).
Preuve. Soit L = ∂B4∩V un spc-C-bord, ou` V ⊂ C2 est une courbe alge´brique
transverse au bord strictement pseudo-convexe de la boule B4 ⊂ C2.
On peut toujour supposer, apree`s une petite perturbations, que V est lisse.
Puisque B4 est a` bord strictement pseudo-convexe, la structure complexe de C2
induit sur ∂B4 la structure de contacte canonique [El]. Par construction, L est
un entrelacs transverse a` cette structure de contact. On obtient ainsi (apre`s une
isotopie transverse [Be, Thm 10]) une pre´sentation en tresse ferme´e β˜ de L qui
ve´rifie la relation (cf. [La], [Be], [Sch]) : e(β˜) − n(β˜) = −χ(V ∩ B4), ou` e(β˜)
est la longueur alge´brique de la tresse β˜ et n(β˜) son nombre de brins. D’apre`s
Krohneimer-Mrowka [KM1,2] (cf. The´ore`me 1.3) χ(V ∩ B
4) est la plus grande des
caracte´ristiques d’Euler des surfaces lisses proprement plonge´es dans B4 et de bord
L. D’ou`, χ(V ∩B4)− Σµi = r − 2M(L).
D’apre`s l’ine´galite´ de Frank-Williams [FW] et Morton [Mo], OrdvPL ≥ e(β˜) −
n(β˜) + 1, pour toute pre´sentation en tresse ferme´e β˜ de L. On en de´duit alors
l’ine´galite´ cherche´e.
Le Corollaire suivant est imme´diat :
3.3. Corollaire. Soit L un entrelacs oriente´e dans S3 ayant r composantes de
bord. Si L est un spc-C-bord, alors OrdvPL ≥ 1− r.
Dans le cas d’un nœud K, si σ(K) de´signe la signature de K, d’apre`s K. Mura-
sugi [Mu], on a |σ(K)| ≤ 2M(K). D’ou`, on obtient :
3.4. Corollaire. Soit K un nœud oriente´ dans S3. Si K est un spc-C-bord, alors
Ord− v PK ≥ |σ(K)|.
Nous appliquons maintenant la Proposition 3.2 a` une famille d’entrelacs oriente´s
arborescents alterne´s qui contient en particulier les entrelacs a` 2 ponts.
Rappelons d’abord l’ope´ration de plombage. Dans ce qui suit on note A(0;n)
la surface de Seifert forme´e par une bande oriente´e d’aˆme non noue´e et tordue par
2n demi-tours positifs si n ≥ 0 et ne´gatifs si n ≤ 0. Le bord de la bande porte
12
l’orientation induite par celle de la bande. Par exemple, A(0,−1) de´signe la bande
de Hopf dont le bord est l’entrelacs alge´brique de Hopf.
Etant donne´ une surface de Seifert F ⊂ S3 oriente´e et α ⊂ F un arc proprement
plonge´ (i.e. α∩F = ∂α), on note F ∗A(0;n) la surface oriente´e obtenue par plombage
de la bande A(0;n) sur F le long de l’arc α, par la construction suivante :
Soit B3 ⊂ S3 une boule telle que F ⊂ B3 et F ∩ B3 = N(α), un voisinage
re´gulier de α dans F . On recole alors la bande A(0;n) a` la surface F le long de N(α)
de telle sorte que :
i) A(0;n) ⊂ S3 −B3
ii) A(0;n) ∩ ∂B3 = N(α)
iii) ∂A(0;n) ∩ ∂B3 = ∂N(α) − ∂F
iv) chaque composante connexe de ∂F ∩N(α) est un arc essentiel dans A(0;n).
Etant donne´ un arbre planaire ponde´re´ par des poids pairs, on peut lui associer
une surface de Seifert oriente´e bien de´finie, a` isotopie pre`s, dans S3 et obtenue par
plombage successifs de bandes tordues A(0;n), n ∈ Z, comme suit :
- a` chaque sommet ponde´re´ e de poids 2n(e), on associe une bande tordue
A(0;n(e)).
- a` chaque areˆte correspond une ope´ration de plombage des deux bandes tordues,
associe´es aux sommets de l’areˆte, le long d’un arc essentiel sur chacune des bandes
(cf. Figure).
Etant donne´ un arbre planaire ponde´re´ T , on conside`re la famille T1, · · · , Tk
des sous-arbres de T obtenus en supprimant toutes les areˆtes de T qui joignent
deux sommets ayant des poids de signes oppose´s. Tous les sommets de chacun
des arbres Ti, i = 1, · · · , k, ont des poids de meˆme signe. On appelle {T1, · · · , Tk}
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une de´composition uniforme de T . On peut alors toujours supposer que les arbres
Ti, i = 1, · · · , s, ont tous des sommets de poids positifs, tandis que ceux des arbres
Tj , j = s+ 1, · · · , k, sont ne´gatifs.
On dit qu’un arbre planaire T , ponde´re´ par des poids pairs, est fortement
excessif s’il existe une de´composition uniforme {T1, · · · , Tk} de T telle que les poids
2n(e) de chaque arbre Ti, i = 1, · · · , k, ve´rifient :
a) n(e) 6= 0 pour chaque sommet e ∈ Ti
b) |n(e)| ≥ v(e)− 1 ou` v(e) est la valence du sommet e dans Ti.
Par exemple tout arbre line´aire, ponde´re´ par des poids pairs et non nuls, est
fortement excessif.
3.5. De´finition. On appelle entrelac arborescent pair, fortement excessif, l’entre-
lacs oriente´ qui est le bord de la surface de .Seifert oriente´e, obtenue par plombages
successifs de bandes tordues, suivant un arbre planaire ponde´re´ par des poids pairs
et fortement excessif. (cf. [MP, chap. III]).
Par exemple, tout entrelacs oriente´ a` 2 ponts est un entrelacs arborescent pair
fortement excessif. En particulier tout entrelacs arborescent pair et fortement ex-
cessif est alterne´ (cf. [MP, chap. III]).
Pour cette famille d’entrelacs oriente´s, on a une caracte´risation des spc-C-bord.
3.6. Proposition. Un entrelacs arborescent pair et fortement excessif est un spc-
C-bord si et seulement si tous les poids de l’arbre ponde´re´ associe´ sont strictement
ne´gatifs.
Preuve. D’apre`s [R8], un entrelacs arborescent pair L est fortement quasipositif
si et seulement si tous les poids de l’arbre ponde´re´ associe´ sont strictement ne´gatifs.
En particulier un tel entrelacs oriente´ est un spc-C-bord.
Supposons que L est un entrelacs oriente´ arborescent pair et fortement excessif,
associe´ a` un arbre ponde´re´ T . D’apre`s [MP, chap. III, 12,21] on a : OrdvPL =
p+ q − 2
∑
ni>0
ni − 2s, ou` p est le nombre de sommets de T de poids ne´gatifs, q celui
des sommets de poids positifs, 2ni > 0 sont les poids positifs de T et s est le nombre
de sous-arbres de la de´composition uniforme de T dont les sommets portent des
poids positifs.
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D’autre part, puisque L est un entrelacs arborescent pair, on a d’apre`s [R8] :
M(L) ≥ 12 (r − 1 + p− q).
Si L est un spc-C-bord, il de´coule de la Proposition 3.2 que : OrdvPL ≥ p− q.
On en de´duit alors l’ine´galite´ : 2q − 2
∑
ni>0
ni − 2s ≥ 0.
Puisque l’arbre T est fortement excessif, pour chaque sommet de poids positifs 2ni ≥
1, d’ou` 2q−2
∑
ni>0
ni ≤ 0. Il en re´sulte qu’en fait s = 0, et que tous les poids de l’arbre
ponde´re´ T sont donc strictement ne´gatifs.
On obtient en particulier comme corollaire :
3.7. Corollaire. Un entrelacs arborescent pair fortement excessif (en particulier
un entrelacs oriente´ a` 2 ponts) est un spc-C-bord si et seulement s’il est fortement
quasipositif.
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